
Développements - Analyse Les biholomorphismes du disque unité

Les biholomorphismes du disque unité

Lemme 1 (Lemme de Schwarz). Soit f ∈ H(D(0, 1)) telle que f(0) = 0 et ∀z ∈ D(0, 1), |f(z)| 6 1, alors
∀z ∈ D(0, 1), |f(z)| 6 |z|.
S'il existe z0 ∈ D(0, 1) \ {0} pour lequel |f(z0)| = |z0|, alors il existe une constante λ de module 1 telle que
∀z ∈ D(0, 1), f(z) = λz.

Démonstration.

Comme f est holomorphe, elle est analytique, et on peut écrire :

f(z) =
∑
n>0

anz
n avec ∀n ∈ N, an ∈ C

Comme f(0) = 0, on a a0 = 0, donc :

f(z) =
∑
n>1

anz
n = z

∑
n>1

anz
n−1


︸ ︷︷ ︸

ϕ(z)

= zϕ(z) avec ∀n ∈ N, an ∈ C

Soit r < 1, alors, par le principe du maximum appliqué à ϕ :

max
z∈D(0,r)

|ϕ(z)| 6 max
|z|=r

|ϕ(z)| = max
|z|=r

∣∣∣∣f(z)z
∣∣∣∣ = max

|z|=r

|f(z)|
r

6
1

r

En faisant tendre r vers 1, on obtient :
|f(z)|
|z|

= |ϕ(z)| 6 1

Donc |f(z)| 6 |z|.

On suppose qu'il existe z0 ∈ D(0, 1) tel que |f(z0)| = |z0|, alors |ϕ(z0)| = 1.
Par le principe du maximum, ϕ est constante de module 1.
Donc il existe λ de module 1 tel que pour tout z ∈ D(0, 1),

Corollaire 2. Les automorphismes (bijections biholomorphes) de D(0, 1) tels que f(0) = 0 sont de la forme :
z 7→ eiθz, où θ ∈ R.

Démonstration.

Soit f un automorphisme de D(0, 1) tel que f(0) = 0.
On applique le lemme de Schwarz à f et f−1 : pour tout z ∈ D(0, 1), |f(z)| 6 |z| et |f−1(z) 6 |z|.
On en déduit que |f(z)| 6 |z| 6 |f(z)|, et donc |f(z)| = |z|.
Par le lemme de Schwarz, il existe θ ∈ R tel que f(z) = eiθz.

Corollaire 3. Aut(D(0, 1)) =
{
z 7→ eiθ

(
z−z0
1−z0z

) ∣∣ θ ∈ R, |z0| < 1
}
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Démonstration.

Les transformations homographiques dé�nies sur D(0, 1) de la forme :

fθ,z0 : z 7→ eiθ
(
z − z0
1− z0z

)
avec θ ∈ R, |z0| < 1

sont holomorphes comme quotient de fonctions holomorphes, puisque |z0z| < 1 si |z| < 1, donc 1− z0z 6= 0.
De plus, elles dé�nissent une bijection de D(0, 1) dans lui-même. En e�et, si |z| = 1, alors z−1 = z, et :

|fθ,z0(z)| =
∣∣∣∣ z − z01− z0z

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1z z − z0z − z0

∣∣∣∣ = 1

|z|
|z − z0|
|z − z0|

= 1

Donc, par le principe du maximum, si |z| < 1, alors f(z) ∈ D(0, 1). De plus :

fθ,z0(z) = y ⇔ eiθ(z − z0) = y(1− zz0)⇔ z(eiθ + yz0) = y + eiθz0 ⇔ z =
y + eiθz0
eiθ + yz0

= f−θ,−eiθz0(y)

Ainsi, f−1θ,z0 = f−θ,−eiθz0 , donc f
−1
θ,z0

est bijective de réciproque holomorphe.

Réciproquement, soit z0 = f−1(0) ∈ D(0, 1). On désigne par f0 l'homographie z 7→ z−z0
1−z0z dé�nie sur l'ouvert

C \ { 1
z0
}, et on pose g = f ◦ f−10 . Notons que g est un automorphisme de D(0, 1) comme composée. Dès lors,

g(0) = f ◦ f−10 (0) = f(z0) = 0. Par le corollaire 2, on a θ ∈ R tel que g(z) = eiθz pour tout z ∈ D(0, 1), donc :

f(z) = g ◦ f0(z) = eiθ
(
z − z0
1− z0z

)

Conclusion. Les biholomorphismes de D(0, 1) sont de la forme z 7→ eiθ
(
z−z0
1−z0z

)
, où θ ∈ R et z0 ∈ D(0, 1). C
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